Η διδακτική αξιοποίηση του λογισμικού ϱΚκείςπραἆ στην 
διδασκαλία των Γεωμετρικών Απεικονίσεων στο 
επίπεδο. 


Περίληψη: Η εργασία αυτή υπάγεται στην θεματική ενότητα 04 


Ο. δάσκαλος των Μαθηματικών στο περιβάλλον της τάξης, καλείται να 
εντάξει στην διδασκαλία του εκπαιδευτικά µαθηµατικά λογισμικά, 
αλλάζοντας ριζικά τον παραδοσιακό τρόπο διδασκαλίας του, καθώς το 
περιβάλλον των λογισμικών, είναι συνήθως σχεδιασμένο σε νέες 
παιδαγωγικές θεωρήσεις της διδασκαλίας (Εποικοδομισμός , Ανακαλυπτική 
μάθηση). Παραστατικότητα, κίνηση, πειραματισµός και διερεύνηση είναι 
στοιχεία που προάγονται από το λογισμικό, άρα και η διατύπωση εικασιών, 
η ανακαλυπτική μάθηση και τελικά το κτίσιμο τῆς γνώσης απὀ τον ίδιο τον 
μαθητή. Στα πλαίσια αυτά, δραστηριότητες και ασκήσεις διαφοροποιούνται 
ποιοτικά απὀ τις παραδοσιακές προσεγγίσεις. Ἡ παρούσα εργασία έχει ὡς 
στόχο την ανάδειξη αυτών των προσεγγίσεων µέσα από ένα ιδιαίτερα 
επιτυχημένο δυναμικό εκπαιδευτικό λογισμικό, επιδιώκοντας την 
εξοικείωση των δασκάλων των μαθηματικών µε την φιλοσοφία των νέων 
μαθηματικών δυναμικών εργαλείων σε σχέση µε το κεφάλαιο των 
Γεωμετρικών απεικονίσεων. 


Υιαπηϊς Ρ. ΡΙαίαγος ΛΜ. Εαμ, {6αςΠεγ οἱ Μα(Πεπια[ίος 


Αὐδίτασί: Τπο πιαίπεπιαίίος (εβοΠεί 1π {Πε οἰᾶδδΓγοοπι αηνΙτοηπιεηί, 15 
τοαυΙτοά {ο Ιπίορταία {ο Πῖ5 ἰοαεμίπς οΓ πιαίῃ εἀιεαίίοη 5ο[ῄννατο, ταᾷΙςα]1γ 
ελαηρίης {Πε ἰταδΙίοπα[ ν/αγ οΓ ἰεαοβίης, ἃ5 ἴπε επνΙτοηπιεηί οἱ 5ο[ίψ/αΓε 15 
ἀςυδΗγ ἀεδίσπεά νψί α Πεν ρεάαροσίσα| αρρτοᾶςεῃ οἳ Ιεαγπίης 
(εοηςίταενίδπῃ,  ἀϊδοονειγ ᾖἸεατπίπ) . Πιρυταίοῃ,  πιονεπιεί, 


εχρετιπεπίαΊοι απά εχρ]οταίίοη ατε εἰεππεπίς Ρτοπιοίεά ὈΥ ἴπε 5ο[ίν/ατε, 
απά (πεΓείοτε ἴπε οοπ]εείμτίης, ἀδεονειγ ΙεαΓΠΙΠς6, απά ενεπίια[1γ (πε 
Ὀυάΐπς ο{ Κπονν]εάςε ΒΥ ίΠπε ρυρ!15. Τη (Πἱ5 εοπίεχί, αοϊν]Πες απά εχετοίῖδες 
ἁ[ει αιαΠίαΠνεΙγ {Τοπ (πε (ταάιΠοπαΙ αΡΡΙΓΟΔςΠΕς. ΤΗϊς ραρει αἶπις ίο 
ΠΙσΠΗσῇί ἴπεςε αρρτοᾶςῄῃες {Ππτοιισῃ α ΠΙδΠΙΥ δαεσεςς{ι] εἀμεαίίοπα 5ο/[ἴννατε 
{65οίΤςςς, δεεΚίης {ο {απιΠατ]ζα {εαςΠοίς ΥνΙίῃ {πε πιαίΠοεπιαίῖσαἰ εοπεερί ος 
Πενν ἀγπαιηῖο πιαίπεπιαίίσα| ἰοοίς ΙΠ τε]αίίοῃ {ο ίΠε οΠαρίει οἱ (εοιπείΠής 
ἀεριςίίοης. 


Εισαγωγή: Τα δυναµικά εκπαιδευτικά Μαθηματικά λογισμικά, έχουν 
επαναφέρει στο ορατό μαθηματικό γίγνεσθαι τον πειραματισμό και την 
κίνηση, ενώ έχουν προάγει την εποπτεία και την διερεύνηση σε απίστευτο 
βαθµό, σε σχέση πάντα µε τα κρατούντα στην μαθηματική κοινότητα. Τα 
λογισμικά αυτά διαχέονται σε πολλές ενότητες, ενώ κάποιες τις 
αναδεικνύουν προνοµιακά. Το εΚείεπραά ν4.07, είναι ένα πλήρως 
εξελληνισμένο δυναμικό εκπαιδευτικό Γεωμετρικό λογισμικό που µπορεί 
να χρησιµοποιηθεί νομίμως σε όλα τα Ελληνικά σχολεία δηµόσια και 
ιδιωτικά. Ὑποστηρίζει την διδασκαλία της Ευκλειδείου Γεωμετρίας ενώ 
παράλληλα µπορεί να την διασυνδέει µε την Ανάλυση, αφού µπορεί ένα 
μέγεθος (µήκος , µέτρο γωνίας ή τόξου . εμβαδόν) να μεταβάλλεται σε 
πραγµατικό χρόνο και να παριστάνεται η γραφική του παράσταση είτε ὡς 
συνάρτηση του χρόνου, είτε ὡς συνάρτηση οποιασδήποτε αλγεβρικής 
έκφρασης, ευνοώντας την διερεύνηση και τον πειραματισμό. 


Οι ειδικές δυνατότητες του ἐργαλείου: Ἡ πλήρης αξιοποίηση των 
δυνατοτήτων του λογισμικού γίνεται στους Γεωμετρικού τόπους , όπως και 
στις Γεωμετρικές απεικονίσεις, στο πραγµατικό ή μιγαδικό επίπεδο. Το 
αρχέτυπο σηµείο Α µε συντεταγμένες (χ,ψ) . απεικονίζεται στην εικόνα του 
Β µε συντεταγμένες (Χ΄, ψ᾿’) . όπου γενικώς χ΄Ξφ(χ.ψ) και ψ’Έθ(χψ) .μεφ 
και θ συναρτήσεις τῶν χ.Ψ, γραμμικές ή µη. Όταν η απεικόνιση γίνεται µε 
γεωμετρική κατασκευή του Β, προφανώς οι συντεταγμένες του Β ὡς 
συνάρτηση των συντεταγμένων του Α., είναι ζητούµενες. Καθώς κινείται το 
Α. κινείται και το Β και το λογισμικό παρέχειτις παρακάτω δυνατότητες: 


)) Το Α κινείται ελεύθερα στο επίπεδο και -αναλόγως της 
συναρτήσεως- η εικόνα του Β. 

Ἡ) Το Α κινούμενο ελευθέρως, διαγράφει ίχνος τροχιάς και ομοίως 
διαγράφει ίχνος το Β. (βλέπε σχήματα 1 και 2) 

Π1) Το Α κινείται επί ευθείας ή ευθυγράµµου τµήµατος ή επί πολυγώνου 
ή επί κύκλου ή επί οποιασδήποτε γραφικής παραστάσεως και το 
Β διαγράφει τον αντίστοιχο Υ.τ. Τα σχήματα επί των οποίων 
κινείται το Α. μπορούν να υποστούν δυναμικό χειρισμό (στροφή, 
µεταφορά, αλλαγή περιµέτρου, διαστάσεων, αυξομείώωση 
πλευρών , παραμόρφωση σχήματος) και αυτομάτως και η εικόνα 
τους µέσω της αντιστοίχισης 
Όλες οι αλγεβρικές εκφράσεις επιδέχονται παραμέτρους οι 
οποίες δύνανται µε κατάλληλο µεταβολέα, να διατρέχουν 
κατάλληλο υποσύνολο του ΚΕ. όπου η εικόνα του αρχετύπου 
φαίνεται ότι μεταβάλλεται ταυτοχρόνως µε την µεταβολή της 
παραμέτρου. 


Ἡ νέα οπτική 
προσέγγισης των 
γεωμετρικών 

απεικονίσεων: Όι 
δυνατότητες που 
παρέχει το εργαλείο, 
τουλάχιστον για 
όποιον έρχεται 





πρώτη φορά σε 
επαφή µε αυτές, 
είναι εντυπωσιακές, 
αλλά και 





καινοτόμες ὡς προς Σχήµα 1: Μια απεικόνιση, όπου φαίνεται να είναι μεγέθυνση µε 
την διδασκαλία στροφή και σχεδιάζεται µε ελεύδερη Κίνηση του Α. 
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αφού στην Πατρίδα 


μας, έχουν αρχίσει να γίνονται γνωστές τα τελευταία 15 χρόνια , χωρίς 
όµως να έχουν διεισδύσει ακόµα όσο -ἴσως- θα επιθυμούσαμε στην 
εκπαιδευτική διαδικασία. Αρκετά διδακτικά πλεονεκτήματα προσέγγισης 
της έννοιας των γεωµετρικών απεικονίσεων μπορούν να φανούν µε τα 
παρακάτω επιλεγμένα παραδείγματα δραστηριοτήτων, αν και κάποια δεν 
αποτελούν πλέον µέρος του  Αναλυτικού προγράµµατος στην 
Δευτεροβάθμια Εκπαίδευση: 


ΠαράδειγµαΙ «Σε ένα αρχείο 
του οκείεμραά, 
κατασκευάζουµε την 
απεικόνιση Α(γψ)2Β(χην) , 
την συναρτησιακή σχέση της 
οποίας αποκρύπτουµε και 
καλούμε τους µαθητές να την 
µαντέψουν, διερευνώντας τις 
θέσεις του Β στο επίπεδο, 
µεταβαλλόμενου του Α. 
Ουσιαστικά πρέπει οι µαθητές 
να παρατηρήσουν ότι καθώς το 


Α κινείται σε όλο το επίπεδο. η Σχήµα 2: Η απεικόνιση των συντεταγμένων στις 
εικόνα του κινείται µόνο στο | απόλυτες τιµέςτους, δίνει µια ενδιαφέρουσα 
τεταρτηµόριο, ότι καθώς το Α΄ δραστηριότητα. 

κινείται πάνω στους άξονες ομοίως και η εικόνα του, ότι υπάρχουν 
συμµετρίες ὡς προς άξονες και ὡς προς την αρχή τους. Η ὁδραστηριότητα 
αυτή, αφορά οὐσιαστικά ένα ανοικτό πρόβλημα. Είναι διαπιστὠµένο, ότι η 
εμπλοκή των μαθητών µε ένα ανοικτό πρόβλημα που απαιτεί διερεύνηση 
και πειραματισμό, ενισχύει από τη µεριά τους την δημιουργία εικασιών και 
τον έλεγχό τους, την διατύπωση κανόνων και γενικεύσεων, την αξιοποίηση 
ενός μεγάλου εύρους και ποικιλίας γνώσεων και εμπειριών µέσω των 
οποίων αναπτύσσουν στρατηγικές επίλυσης του προβλήματος.[4] ἩΗ 
δραστηριότητα, ανάλογα µε το γνωστικό επίπεδο των μαθητών, µπορεί να 
επεκταθεί στην ερμηνεία όταν η εικόνα έχει την µορφή Β({χ-2]/ψ2/) ἠ 
Β(1χΗ:3.Ψ/-2) πότε ταυτίζονται οἱ εικόνες κτλ. 

Διδακτικά πλεονεκτήματα της προσέγγισης: α) Συνεχής παρατήρηση και 
πειραµατισµός που δεν µπορεί να γίνει µε στατικά µέσα. β)διερµηνεία της 
κίνησης σε αλγεβρική σχέση των συντεταγμένων. Αυτό επίσης δεν µπορεί 
να Ὑίνει µε στατικά µέσα. Ίγ) Η όλη δραστηριότητα δημιουργεί µια 











αμφίδρομη ερμηνεία μεταξύ γεωμετρικής και αλγεβρικής έκφρασης 
γεγονός που προάγει την διασύνδεση μεταξύ πολλαπλών αναπαραστάσεων 
µιας έννοιας. 


Παραδειγµα 2: Στις ομοπαραλληλικές απεικονίσεις του επιπέδου, έχουµε 
χ΄ ΞαιχτβιψΨ Ἔγι 


Α(χΨ):ΣΒ(ΧΥ. ψ) µε , αι με αι, βι, γι 
ψ΄-αιχΓβιΨ 7. µε ὃς β 30 
2ὰ 2 


πραγματικούς. Η χαρακτηριστική ιδιότητα όλων, είναι ότι «διατηρούν τις 
ευθείε» (δηλ. µια 
ευθεία απεικονίζεται 
πάντα σε ευθεία) και 
εδώ ανήκουν οι πιο 
γνωστοί γεωμετρικοί 
μετασχηματισμοί όπως η 
αξονικές συμμετρίες 
(κατοπτρισμοί) 

κεντρικές συμµετρίες, οἱ 
παράλληλες μεταφορές, 
οι στροφές και οι 
οµοιοθεσίε. Με το 





δυναμικό εργαλείο, ο. | ο22ικὴ2--0β4 





ΤΥ Ξ 144χγ5,69 





διδασκόµενος, µπορεί: Σχήµα 3: Στο απεικονίζον σηµείο Α, µπορεί να προσαρτηδεί 
οποιοδήποτε γεωμετρικό σχήµα και να θρεδεί ο γ.τ. του Β, 

1)Να μεταβάλλει µία -- καδώς το Α διαγράφει την περίµετρο του σχήματος. 

µία κατά το δοκούν τις 

παραμέτρους αι, βι, γι. Και να παρατηρεί τις µεταβολές. 

2)Να προσαρτά στο Α οποιοδήποτε σχήµα (Σχήμα 3) και να βρίσκει τον γ.τ. 

του Β. Στην συνέχεια, η ευθεία-αρχέτυπο, µπορεί να μετακινείται 

παράλληλα µε τον εαυτό της ή να περιστρέφεται και να παρακολουθείται η 

κίνηση της αντίστοιχης εικόνας. Ομοίως µπορεί να αυξομειώνεται η ακτίνα 

του κύκλου, να μετακινείται το Κέντρο του και να παρακολουθούνται οι 


αντίστοιχες αλλαγές, όπως και µε το τετράγῶνο, το οποίο µπορεί να 
μεταβάλλει µήκος πλευράς καθώς και να μετακινείται. 

Διδακτικά πλεονεκτήματα: α) Φαίνεται, ότι η τιµή 0 της ορίζουσας για 
την οποία όλα τα σχήματα απεικονίζονται σε ευθεία, δεν είναι απλώς µια 
τιµή που εξαιρείται για αλγεβρικούς λόγους, αλλά ότι είναι µια οριακή τιµή 
µιας συνεχούς προοδευτικής μεταβολής, όπου το επίπεδο φαίνεται να 
συμπιέζεται σε ευθεία. Αυτό επιτυγχάνεται µε την µεταβολή των αι, βι, 
όπου τα απεικονιζόµενα σχήματα φαίνονται να «συμπιέζονταυ σε µια 
ευθεία ή να «φουσκώνουν» αναλόγως µεττις τιµές τῶν αι, β. 

β)Παρέχεται και εδώ πολύ µεγάλη δυνατότητα πειραματισμού 
παρατήρησης και διερεύνησης µε κάθε σχήµα που θα επιθυµήσει (και είναι 
κατασκευαστό) ο μαθητής. 


Παράδειγμα 3: Στην Αντιστροφή 
ως προς κύκλο, έχω 
Α(χιψ)-ΣΒ(Χ΄ψΨ’΄) όπου το Β 
προκύπτει απὀ το Α µε την εξής 
διαδικασία: Όταν το Α είναι εκτός 
του κύκλου, φέρουμε εφαπτόµενη Λ 
προς τον κύκλο, την ΑΔ, έπειτα 
την ακτίνα ΟΔ και ακολούθως 
την ΔΒ Ι ΟΑ (σχήμα 4) Έτσι, 


κάθε σηµείο του επιπέδου εκτός Σχήµα 4: Στην Αντιστροφή ως προς Κύκλο, το Α 


κύκλου. απεικονίζεται εσωτερικά απεικονίζεται στο Β εσωτερικά του Κύκλου και κάθε 


ολ, - Β εσωτερικά του κύκλου(πλην του Ο) εκτός, στοΑ, 
του κυκλου. Ομοίως, μὲ την ενώκάδε σηµείο του Κύκλου στον εαυτότου. ΤοΟ 


αντίστροφη διαδικασία, κάθε Φδεωρείται ότι απεικονίζεται σε Κάποιο φανταστικό 
σηµείο στο εσωτερικό του κύκλου ον 
απεικονίζεται εξωτερικά του και 
κάθε σηµείο επί του κύκλου στον εαυτό του. Το Ο, απεικονίζεται σε ένα 
φανταστικὀ σηµείο στο ἀπειρο(δεν απεικονίζεται δηλ. σε σηµείο 
συγκεκριµένο) . Οι συντεταγμένες του Β, βρίσκονται µε την βοήθεια του 
γνωστού θεωρήματος του Ευκλείδη που λέει, ότι «Το τετράγὠνο εκάστης 
κάθετης πλευράς ορθογωνίου τριγώνου, ισούται µε την υποτείνουσα επί την 
προβολή της επί ταύτην» Έτσι λαμβάνουμε για στο καρτεσιανό σύστηµα 
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συντεταγμένων, Χ΄Ξ ος. .Ψ΄Ξ- ώς . (1) όπου ρ το μήκος της 
1Χ τΨ χ τψΨ 
ακτίνας του κύκλου και Ο η αρχή των αξόνων. 


Ἡ αντιστροφή, είναι µια σπουδαίας σημασίας γεωμετρική απεικόνιση µε 
γόνιμα αποτελέσµατα στην επίλυση δύσκολων προβλημάτων (λ.χ. 
Απολλώνιο Πρόβλημα επαφής) [2].[3] ή στην κατασκευή εικόνας σε κοίλο 
ή κυρτό κάτοπτρο κ.ά. [2] Με όπλο το »Κκαείοραἆ, μπορούμε 
εκμεταλλευόμενοι τις δυνατότητές του, να προσεγγίσουμε την σπουδαία 
αυτή απεικόνιση µε εντελώς ανακαλυπτικό τρόπο. Αφού ο µαθητής 
κατασκευάσει την απεικόνιση, µπορεί να κάνει ισχυρές εικασίες σχετικά 
µε τις ιδιότητες της απεικόνισης, τις οποίες φυσικά στην συνέχεια θα κληθεί 
να αποδείξει Οπωσδήποτε όµως, υπάρχει πειραµατισµός, ανάπτυξη ισχυρών 
εικασιών, τεράστια ευχέρεια διερεύνησης, καθώς στο Α μπορούν να 
προσαρτηθούν ευθεία, κύκλος, τετράγωνο, και γενικά οποιαδήποτε 
καμπύλη, όλα 
δυναμικά 
µεταβαλλόμενα και 
να λαμβάνω κάθε 
φορά τις εικόνες 
τους. 
Σχήµα 5: Ο κύκλος µε την 
διακεκομµένη γραµµή είναι 
ο κύκλος αντιστροφής, τα 
σχήµατα µε τα πιο μαύρα 
περιγράµµατα τα αρχέτυπα 


, ενὠ τα πιο γκρίζα 
σχήματα, οι εικόνες τους. 





ΗἩ δυναμική διερεύνηση µπορεί να αναδείξει τις εικασίες: 


α) Ότι η εικόνα ευθείας είναι κύκλος και στην περίπτωση που η ευθεία 
διέρχεται από το κέντρο του κύκλου αντιστροφής είναι ο εαυτός της. β) Ότι 
η εικόνα κύκλου είναι κύκλος, εκτός απὀ την περίπτωση που ο κύκλος 


διέρχεται απὀ το κέντρο αντιστροφής, οπότε είναι ευθεία. γ) Η εικόνα - 
ευθεία φαίνεται να είναι οριακή περίπτὠση κύκλου µε άπειρη ακτίνα. 


Τα παραπάνω, προκύπτουν άµεσα µε σχετική ευκολία. Στην συνέχεια. οι 
εικασίες μπορούν να ελεγχθούν µε την άλγεβρα και την αναλυτική 
Γεωμετρία. Μάλιστα, οἱ αρχικές εικασίες μπορούν να γίνουν πιο ακριβείς, 
καθώς το Ο φαίνεται να µην έχει εικόνα και αυτό να προκαλέσει τον 
μαθητή για την αλγεβρική ερμηνεία (μηδενίζεται ο παρονοµαστής των 
κλασμάτων της (1)) 


Διδακτικά πλεονεκτήματα: Με την τεράστια ευχέρεια πειραματισμού και 
διερεύνησης που παρέχει το εργαλείο, ο μαθητής παράγει πρώτα τις 
εικασίες, τις ισχυροποιεί, διατυπώνει τις προτάσεις που θα αποδείξει και 
ενδεχομένως αναδιατυπώνει ορισμένες αστοχίες. Το ίδιο αποτέλεσµα µε 
στατικά µέσα απαιτεί τεράστια δυσκολία , χρόνο, ενώ αυτός που θα κληθεί 
να εικάσει προτάσεις θα πρέπει να έχει µεγάλη μαθηματική ικανότητα, όλα 
αυτά, πρακτικά απαγορευτικά για µαθητές. 


Γενικά Διδακτικά Συμπεράσματα: 1) Η κατάλληλη χρήση των 
δυναμικών γεωμετρικών λογισμικών, µπορεί να δημιουργήσει μαθηματικές 
εικασίες τις οποίες στην συνέχεια καλούνται οι µαθητές να αποδείξουν. 


2) Ἡ διαδικασία του σχήματος : Πειραματίζοµαι-»Εικάζω-»Ελέγχω τις 
εικασίες μου” »Διορθώνῶ τις εικασίες και τις επαναδιατυπώνω , ανήκει στο 
μοντέλο της µαθηµατικής ανακάλυψης του [ακαίΐος. [5] Αυτή η 
πραγματική ερευνητική διαδικασία αντιστοιχίζεται στην επαν-ανακάλυψη 
της μαθηματικής γνώσης και ανήκει στην θεωρία του 1. Βτιπετ που θεωρεί 
ότι η μάθηση συντελείται µε ανακαλυπτικές διαδικασίες (καθοδηγούµενη 
ανακάλυψη, προσομοίώση ανακάλυψης) [6] 


3) Στο παράδειγµα 2 δίνεται η ευκαιρία να διασαφηνιστεί η έννοια 
«παράμετρος» και «μεταβλητή», καθώς η µεταβολή µιας εκάστης 
παραμέτρου απότις αι. βι, μεταβάλει ολόκληρο το απεικονιζόµενο σχήμα, 
ενώ η µεταβολή της «μεταβλητής» (εδώ το σηµείο (χ,ψ) ) καθορίζει το 
σχήμα. Παράλληλα, η έννοια του «αγνώστου» µπορεί να αναδειχθεί µέσω 
ενός ερωτήματος λ.χ. του τύπου «βρείτε ένα σηµείο που να απεικονίζεται 
στον εαυτό του, ποία άλλα τέτοια σηµεία υπάρχουν.» 


3) Η διαδικασία μετάφρασης και ερμηνείας της οπτικής αναπαράστασης σε 
άλγεβρα και αντιστρόφως, προάγει την πολλαπλή αναπαράσταση των 
εννοιών, εδώ των γεωμετρικών μετασχηματισμών. Γεωμετρική και 
Αλγεβρική γλώσσα συνυπάρχουν και είναι ανταλλάξιμες µε ένα 
συμπληρωματικό και ταυτόχρονα εποικοδοµητικό τρόπο./[ 1] 


4) Επάγονται προς απόδειξη απειροστικές διαδικασίες, καθώς η εικόνα της 
ευθείας ψζαχ{β . όταν β-20 δίνει ακτίνα της εικόνας -κύκλου ΕΚ» οο 


5) Στο μιγαδικό επίπεδο µε ανάλογες πρακτικές, µπορεί να παρασταθεί 
οποιαδήποτε απεικόνιση 7-27). 


ϐ) Το ίδιο το εργαλείο, χαρακτηρίζεται ως «ερευνητικό» και Ίγια τους 
μαθηματικούς που κάνουν έρευνα στην Γεωμετρία (Ευχερής ανάπτυξη 
εικασιών και γρήγορος έλεγχός τους) Ταυτόχρονα είναι και εκπαιδευτικό 
εργαλείο για την «καθοδηγούµενη ανακάλυψη» εκ µέρους των μαθητών. Το 
γεγονός αυτό είναι αρκετά ενδιαφέρον, καθώς η ερευνητική άσκηση µπορεί 
να γίνεται µε το ίδιο ή παρεμφερές µέσον για όλους. 


Όλα τα παραπάνω, αλλάζουν σηµαντικά την προσέγγιση της μαθηματικής 
γνώσης, καθώς η κατασκευή της, συνδέεται στενά µε την χρήση των 
εργαλείων. Ταυτόχρονα, φαίνεται ότι η χρήση της τεχνολογίας, αναδεικνύει 
την µαθηµατική γνώση περισσότερο ως ένα χρήσιμο μέσον για την 
κατασκευή μοντέλων, παρά Ως µία αυτοτελή, αξιωματικά θεμελιωμένη. 
θεωρία γνώσης.[ 1. [7] Η φύση της απόδειξης, φαίνεται να αλλάζει κι αυτή 
και να µην απαιτείται τόσο πολύ η εσωτερική δοµή των µαθηµατικών.[ 1]. 
Οι προβληματισμοί υπάρχουν. Από την άλλη, όλα τα εκτεθέντα 
πλεονεκτήματα του δυναμικού χειρισμού σχημάτων και αλγεβρικών 
παραστάσεων καθώς και η αντίστοιχη δυναμική οπτικοποίησή τους, σε 
σχέση µε το επί χιλιετηρίδες χρησιμοποιούμενο στατικό μολύβι και χαρτί, 
δεν μπορούν πλέον να αγνοηθούν από κανέναν. 
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